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U ovom diplomskom radu proucˇavamo omedenost i disperziju u metricˇkim prostorima te
veze izmedu tih pojmova. Rad je podijeljen na tri poglavlja.
U prvom poglavlju proucˇavamo omedenost i potpunu omedenost u metricˇkim prosto-
rima opc´enito te takoder proucˇavamo vezu izmedu tih pojmova u euklidskom prostoru.
U drugom poglavlju bavimo se disperzijom u metricˇkim prostorima te posebno r-
gustim konacˇnim nizovima, r-rasprsˇenim konacˇnim nizovima i maksimalnom rasprsˇenosˇc´u.
U trec´em poglavlju proucˇavamo n-kapacitet skupa u metricˇkom prostoru, dajemo neke
primjere te ispitujemo vezu izmedu aproksimacije skupa i kapaciteta.





Omedenost u metricˇkim prostorima
1.1 Metrika
Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija takva da za
sve x, y, z ∈ X vrijedi sljedec´e:
(i) d(x, y) ≥ 0
(ii) d(x, y) = 0⇔ x = y
(iii) d(x, y) = d(y, x)
(iv) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).
Tada za d kazˇemo da je metrika na X, a za (X, d) kazˇemo da je metricˇki prostor.
Primjer 1.1.2. Neka je d : R × R→ R funkcija definirana sa
d(x, y) = |x − y| .
Tada je d metrika na R. Dokazˇimo to.
Ocˇito je da vrijede svojstva (i)-(iii) iz definicije metrike. Provjerimo svojstvo (iv).
Neka su x, y, z ∈ R. Imamo:
d(x, z) = |x − z| = |x − y + y − z|
≤ |x − z| + |y − z| = d(x, z) + d(y, z).
Dakle, vrijedi svojstvo (iv) pa je d metrika na R.
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Za funkciju d iz prethodnog primjera kazˇemo da je euklidska metrika na R.
Podsjetimo se da ako je (V,+, ·) realni vektorski prostor onda za funkciju ‖·‖ : V → R,
x 7→ ‖x‖, kazˇemo da je norma na tom vektorskom prostoru ako za sve x, y ∈ V i α ∈ R
vrijedi sljedec´e:
(1.) ‖x‖ ≥ 0
(2.) ‖x‖ = 0⇔ x = 0
(3.) ‖α · x‖ = |α| · ‖x‖
(4.) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.
U tom slucˇaju za (V,+, ·, ‖·‖) kazˇemo da je normiran prostor.
Pretpostavimo sada da je (V,+, ·, ‖·‖) normiran prostor. Neka je d : V × V → R funk-
cija definirana sa
d(x, y) = ‖x − y‖ .
Tada je d metrika na V . Naime da vrijede svojstva (i) − (iii) iz definicije metrike slijedi
direktno iz svojstava (1.) − (3.) definicije norme. Svojstvo (iv) dobivamo analogno kao u
slucˇaju euklidske metrike:
d(x, z) = ‖x − z‖ = ‖x − y + y − z‖ ≤
≤ ‖x − y‖ + ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z),
tj. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) za sve x, y, z ∈ V . Za d kazˇemo da je metrika inducirana
normom ‖·‖.
Neka je (V,+, ·) vektorski prostor. Podsjetimo se da za funkciju 〈· |·〉 : V × V → R , (x, y) 7→
〈x |y〉 kazˇemo da je skalarni produkt na (V,+, ·) ako za sve x, y, z ∈ V i α ∈ R vrijede
sljedec´a svojstva:
(1.) 〈x |x〉 ≥ 0, 〈x |x〉 = 0⇔ x = 0
(2.) 〈x + y |z〉 = 〈x |z〉 + 〈y |z〉
(3.) 〈αx |y〉 = α 〈x |y〉
(4.) 〈x |y〉 = 〈y |x〉 .
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Tada za (V,+, ·, 〈· |·〉) kazˇemo da je unitarni prostor.





za svaki x ∈ V norma na V .
Za f kazˇemo da je norma inducirana skalarnim produktom 〈· |·〉 .
Primjer 1.1.3. Neka je n ∈ N. Promotrimo Rn kao (realni) vektorski prostor sa standard-
nim operacijama zbrajanja vektora i mnozˇenja vektora skalarom, tj.
(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).
Na tom vektorskom prostoru dan je skalarni produkt 〈· |·〉 sa
〈(x1, . . . , xn) |(y1, . . . , yn)〉 = x1y1 + . . . + xnyn.
Neka je ‖·‖ norma inducirana skalarnim produktom 〈· |·〉 . Tada za sve x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈
R vrijedi
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = ‖(x1, . . . , xn) − (y1, . . . , yn)‖ =
= ‖(x1 − y1, . . . , xn − yn)‖ ,
dakle
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√
(x1 − y1)2 + . . . + (xn − yn)2.
Za d kazˇemo da je euklidska metrika na Rn.
1.2 Omedenost i potpuna omedenost
Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je x0 ∈ X te neka je r ∈ R, r > 0. Definiramo
K(x0, r) = {x0 ∈ X |d(x, x0) < r} .
Za K(x0, r) kazˇemo da je (otvorena) kugla oko x0 radijusa r (u metricˇkom prostoru (X, d)).
Umjesto K(x0, r) pisˇemo i K(x0, r; d) (ako zˇelimo naglasiti o kojoj se metrici radi).
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Primjer 1.2.1. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je x0 ∈ R te r > 0. Tada je
K(x0, r; d) = 〈x0 − r, x0 + r〉 .
Naime, vrijedi x ∈ K(x0, r; d)⇔
d(x, x0) < r ⇔ |x − x0| < r ⇔ −r < x − x0 < r
⇔ x0 − r < x < x0 + r ⇔ x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉 .
Dakle, svaka otvorena kugla u metricˇkom prostoru (R, d) je oblika 〈a, b〉, gdje su a, b ∈ R,
a < b. Obratno, ako su a, b ∈ R, a < b, onda je 〈a, b〉 otvorena kugla u metricˇkom prostoru
(R, d). Naime,
〈a, b〉 = 〈x0 − r, x0 + r〉 ,
gdje je x0 = a+b2 , r =
b−a
2 , dakle
〈a, b〉 = K(x0, r; d).
Definicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S ⊆ X. Za S kazˇemo da je
omeden skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako postoje x0 ∈ X i r ∈ R, r > 0 takvi da je
S ⊆ K(x0, r).
Ocˇito je svaka otvorena kugla u (X, d) omeden skup.
Lema 1.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada za
svaki x ∈ X postoji r > 0 takav da je
S ⊆ K(x, r).
Dokaz. Buduc´i da je S omeden u (X, d), postoje x0 ∈ X i r0 > 0 takvi da je
S ⊆ K(x0, r0).
Neka je x ∈ X. Neka je r = d(x, x0) + r0. Ocˇito je r > 0. Tvrdimo da je
K(x0, r0) ⊆ K(x, r). (1.1)
Neka je y ∈ K(x0, r0). Tada je d(y, x0) < r0. Vrijedi
d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < d(x, x0) + r0 = r,
dakle d(x, y) < r. Stoga je
y ∈ K(x, r).
Time smo dokazali da vrijedi (1.1). Iz (1.1) i S ⊆ K(x0, r0) slijedi
S ⊆ K(x, r).

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Propozicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T omedeni skupovi u
(X, d). Tada je S ∪ T omeden skup u (X, d).
Dokaz. Odaberimo x ∈ X. Iz leme 1.2.3 slijedi da postoje r1, r2 > 0 takvi da
S ⊆ K(x, r1)
i
T ⊆ K(x, r2).
Neka je
r = max{r1, r2}.
Tada je r > 0 te je r1 ≤ r i r2 ≤ r sˇto povlacˇi da je K(x, r1) ⊆ K(x, r) i K(x, r2) ⊆ K(x, r).
Stoga je
S ⊆ K(x, r)
i
T ⊆ K(x, r)
pa je S ∪ T ⊆ K(x, r). Prema tome, S ∪ T je omeden skup. 
Korolar 1.2.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka je n ∈ N te neka su S 1, . . . , S n omedeni
skupovi u (X, d). Tada je S 1 ∪ . . . ∪ S n omeden skup u (X, d).
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je ocˇita.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N, tj. kad god imamo n omedenih skupova u
(X, d) onda je njihova unija omeden skup u (X, d).
Neka su S 1, . . . , S n+1 omedeni skupovi u (X, d). Vrijedi
S 1 ∪ . . . ∪ S n+1 = (S 1 ∪ . . . ∪ S n) ∪ S n+1. (1.2)
Prema induktivnoj pretpostavci skup S 1 ∪ . . .∪ S n je omeden pa iz (1.2) i propozicije 1.2.4
slijedi da je S 1 ∪ . . . ∪ S n+1 omeden skup. Time je tvrdnja korolara dokazana. 
Definicija 1.2.6. Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je omeden ako je X omeden skup u
(X, d).
Dakle, metricˇki prostor (X, d) je omeden ako i samo ako postoje x ∈ X i r > 0 takvi da
je
X = K(x, r).
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Definicija 1.2.7. Za metricˇki prostor (X, d) kazˇemo da je potpuno omeden ako za svaki
 > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je
X = K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ). (1.3)
Pretpostavimo da je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor. Odaberimo neki  > 0 (npr.
 = 1). Tada postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da vrijedi (1.3). Skupovi
K(x1, ), . . . ,K(xn, )
su omedeni u (X, d) pa iz korolara 1.2.5 i (1.3) slijedi da je X omeden skup u (X, d). Dakle,
(X, d) je omeden metricˇki prostor. Prema tome, svaki potpuno omeden metricˇki prostor je
omeden metricˇki prostor.
Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija definirana sa
d(x, y) =
{
1, x , y,
0, x = y.
Tvrdimo da je d metrika na X.
Ocˇito je da svojstva (i) − (iii) iz definicije metrike vrijede. Pokazˇimo da vrijedi i svoj-
stvo (iv).
Neka su x, y, z ∈ X. Tvrdimo da je
d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z). (1.4)
Ako je x = z onda je d(x, z) = 0 pa (1.4) ocˇito vrijedi.
Ako je x , z onda je y , x ili y , z. Tada je d(x, z) = 1 te je d(y, x) = 1 ili d(y, z) = 1 pa je
jasno da (1.4) vrijedi.
Dakle, d je metrika na X.
Za d kazˇemo da je diskretna metrika na X.
Primjer 1.2.8. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
x0 ∈ X te neka je r > 0. Ako je r ≤ 1, onda je
K(x0, r) = {x0} .
Naime, ocˇito je x0 ∈ K(x0, r), a s druge strane ako je x ∈ K(x0, r), onda je
d(x, x0) < r
pa je d(x, x0) < 1 iz cˇega slijedi x = x0. S druge strane, ako je r > 1, onda je
K(x0, r) = X.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je X omeden skup u (X, d), tj. (X, d) je omeden metricˇki prostor.
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Primjer 1.2.9. Neka je X beskonacˇan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada
metricˇki prostor (X, d) nije potpuno omeden .
Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki  > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X tako da je
X = K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).




) ∪ . . . ∪ K(xn, 12).
Slijedi
X = {x1} ∪ . . . ∪ {xn} = {x1, . . . , xn} .
Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je X beskonacˇan skup. Prema tome metricˇki prostor
(X, d) nije potpuno omeden.
Definicija 1.2.10. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S ⊆ X. Kazˇemo da je S
potpuno omeden skup u (X, d) ako za svaki  > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Uocˇimo sljedec´e: metricˇki prostor (X, d) je potpuno omeden ako i samo ako je X pot-
puno omeden skup u (X, d).
Propozicija 1.2.11. Neke je (X, d) metricˇki prostor. Neka je S potpuno omeden skup u
(X, d). Tada je S omeden u (X, d). Nadalje ako je T ⊆ S , onda je i T potpuno omeden u
(X, d).
Dokaz. Odaberimo  > 0. Tada postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Prema korolaru 1.2.5 skup
K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, )
je omeden pa je i S omeden kao podskup omedenog skupa.
Neka je T ⊆ S . Za svaki  > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, )
iz cˇega slijedi da je
T ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Prema tome T je potpuno omeden u (X, d). 
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Lema 1.2.12. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka su x, y ∈ X te neka je  > 0 takav da je




) ⊆ K(y, ).
Dokaz. Neka je z ∈ K(x, 2 ). Tada je






Dakle, d(y, z) <  pa je
z ∈ K(y, ).
Time je tvrdnja leme dokazana. 
Propozicija 1.2.13. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan podskup od
X. Tada je S potpuno omeden u (X, d) ako i samo ako za svaki  > 0 postoje n ∈ N i
x1, . . . , xn ∈ S takvi da je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ). (1.5)
Dokaz. Ako za svaki  > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ S takvi da vrijedi (1.5) onda je S
ocˇito potpuno omeden.
Pretpostavimo da je S potpuno omeden. Neka je  > 0. Tada postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X
takvi da je







i ∈ {1, . . . , n}
∣∣∣∣∣K(xi, 2) ∩ S , ∅
}
.
Buduc´i da je S neprazan postoji s ∈ S . Iz (1.6) slijedi
s ∈ K(xi, 2)




) ∩ S , ∅,
stoga je i ∈ A. Ocˇito je A konacˇan skup, dakle A je konacˇan neprazan skup pa postoje
k ∈ N i i1, . . . , ik ∈ N takvi da je A = {i1, . . . , ik}. Tada je
S ⊆ K(xi1 ,

2
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Naime, ako je s ∈ S onda je prema (1.6)
s ∈ K(x j, 2)
za neki j ∈ {1, . . . , n}. Ocˇito je j ∈ A, stoga je j = il za neki l ∈ {1, . . . , k}. Dakle,





s ∈ K(xi1 ,

2








) ∩ S , ∅,
postoji sl ∈ S takav da je sl ∈ K(xil , 2 ).




) ⊆ K(sl, )
za svaki l ∈ {1, . . . , k}. Stoga je
S ⊆ K(xi1 ,

2
) ∪ . . . ∪ K(xik ,

2
) ⊆ K(s1, ) ∪ . . . ∪ K(sk, ).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
Definicija 1.2.14. Neka su (X, d) i (Y, p) metricˇki prostori takvi da je Y ⊆ X te takvi da je
p(a, b) = d(a, b),
za sve a, b ∈ Y. Tada za (Y, p) kazˇemo da je potprostor metricˇkog prostora (X, d).
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor te Y neprazan podskup od X, onda je
funkcija p : Y × Y → R definirana sa
p(a, b) = d(a, b),
a, b ∈ Y (tj. p = d |Y×Y ) metrika na Y te je (Y, p) potprostor od (X, d).
Nadalje, jasno je da je p jedinstvena metrika na Y takva da je (Y, p) potprostor od (X, d).
Propozicija 1.2.15. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan podskup od X.
Neka je
p = d |S×S .
Tada je S potpuno omeden skup u (X, d) ako i samo ako je (S , p) potpuno omeden metricˇki
prostor.
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Dokaz. Za svaki x ∈ S i svaki r > 0 vrijedi
K(x, r; p) = S ∩ K(x, r). (1.7)
Dokazˇimo to. Neka je y ∈ K(x, r; p). Tada je y ∈ S i p(y, x) < r, tj. d(y, x) < r. Stoga je
y ∈ K(x, r).
Dakle,
y ∈ S ∩ K(x, r).
Obratno, ako je y ∈ S ∩ K(x, r) onda je y ∈ S i y ∈ K(x, r) pa je d(y, x) < r. Dakle,
p(y, x) < r
pa je
y ∈ K(x, r; p).
Time je jednakost (1.7) dokazana.
Pretpostavimo da je S potpuno omeden u (X, d). Neka je  > 0. Prema propoziciji 1.2.13
postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ S takvi da je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Stoga je
S ⊆ S ∩ (K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, )) = (S ∩ K(x1, )) ∪ . . . ∪ (S ∩ K(xn, )) =
= K(x1, ; p) ∪ . . . ∪ K(xn, ; p).
Dakle,
S ⊆ K(x1, ; p) ∪ . . . ∪ K(xn, ; p)
pa je
S = K(x1, ; p) ∪ . . . ∪ K(xn, ; p).
Time smo dokazali da je metricˇki prostor (S , p) potpuno omeden.
Pretpostavimo da je (S , p) potpuno omeden metricˇki prostor. Neka je  > 0. Tada pos-
toje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ S takvi da je
S = K(x1, ; p) ∪ . . . ∪ K(xn, ; p).
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No,
K(x1, ; p) ⊆ K(x1, ), . . . ,K(xn, ; p) ⊆ K(xn, ).
Stoga je
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Prema tome S je potpuno omeden skup u (X, d). 
Napomena 1.2.16. Neka je (X, d) metricˇki prostor te S neprazan podskup od X. Neka je
p = d |S×S .
Tada je S omeden u (X, d) ako i samo ako je (S , p) omeden metricˇki prostor.
Naime, ako je S omeden u (X, d), onda za bilo koji x ∈ S prema lemi 1.2.3 postoji r > 0
takav da je
S ⊆ K(x, r).
Stoga je
S ⊆ S ∩ K(x, r)
tj.
S ⊆ K(x, r; p)
(jer je S ∩ K(x, r) = K(x, r; p) sˇto smo pokazali u dokazu propozicije 1.2.15). Dakle, S je
omeden u (S , p), tj. (S , p) je omeden metricˇki prostor.
Ako je (S , p) omeden metricˇki prostor, onda lako slijedi (slicˇno kao u dokazu propozicije
1.2.15) da je S omeden u (X, d).
Definicija 1.2.17. Neka je S ⊆ R i a ∈ R. Za a kazˇemo da je gornja meda skupa S ako za
svaki x ∈ S vrijedi
x ≤ a.
Za S ⊆ R kazˇemo da je odozgo omeden ako postoji a ∈ R takav da je a gornja meda skupa
S .
Definicija 1.2.18. Neka je S ⊆ R i a ∈ R. Za a kazˇemo da je donja meda skupa S ako za
svaki x ∈ S vrijedi
a ≤ x.
Za S ⊆ R kazˇemo da je odozdo omeden ako postoji a ∈ R takav da je a donja meda skupa
S .
Definicija 1.2.19. Neka je S ⊆ R. Kazˇemo da je S omeden skup u R ako je S omeden
odozdo i odozgo.
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Propozicija 1.2.20. Neka je S ⊆ R te neka je d euklidska metrika na R. Tada je S omeden
skup u R (u smislu definicije 1.2.19) ako i samo ako je S omeden skup u metricˇkom prostoru
(R, d) (u smislu definicije 1.2.2).
Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden u R. Dakle, S je omeden odozdo i odozgo pa
postoje a, b ∈ R takvi da je a donja meda od S , a b gornja meda od S . Mozˇemo pretpostaviti
da je a < b. Za svaki x ∈ S vrijedi
a − 1 < a ≤ x ≤ b < b + 1
iz cˇega zakljucˇujemo da je
S ⊆ 〈a − 1, b + 1〉 .
Prema primjeru 2.3.4 〈a − 1, b + 1〉 je otvorena kugla u (R, d) pa je S omeden u (R, d).
Pretpostavimo da je S omeden u (R, d).Tada postoje x ∈ R i r > 0 takvi da je
S ⊆ K(x, r).
Prema primjeru 2.3.4 vrijedi
S ⊆ 〈x − r, x + r〉 .
Ovo znacˇi da je x − r donja meda skupa S , a x + r gornja meda skupa S . Prema tome S je
omeden u R. 
Propozicija 1.2.21. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su a, b ∈ R, a < b. Tada je
[a, b] potpuno omeden skup u metricˇkom prostoru (R, d).
Dokaz. Neka je  > 0. Odaberimo n ∈ N takav da je b−a





Za i ∈ {0, . . . , n} neka je xi = a + ib−an . Imamo
a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b,
stoga je
[a, b] = [x0, x1] ∪ . . . ∪ [xn − 1, xn] . (1.8)
Naime, lako se indukcijom po k ∈ N dokazˇe da opc´enito vrijedi sljedec´e:
ako su y0, . . . , yk ∈ R takvi da je
y0 < y1 < . . . < yk







] ∪ . . . ∪ [yk−1, yk] .
Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Tvrdimo da je
[xi−1, xi] ⊆ K(xi, ). (1.9)
Neka je z ∈ [xi−1, xi]. Tada je
xi−1 ≤ z ≤ xi.
Vrijedi
xi−1 = a + (i − 1)b − an =
= a + i
b − a
n
− b − a
n
=
= xi − b − an .
Dakle,
xi−1 = xi − b − an .
Iz b−an <  slijedi − < −b−an pa je
xi −  < xi − b − an = xi−1 ≤ z ≤ xi < xi + .
Dakle, xi −  < z < xi + , tj.
z ∈ 〈xi − , xi + 〉 .
Prema tome
z ∈ K(xi, ).
Time smo dokazali da vrijedi (1.9). Iz (1.8) i (1.9) slijedi da je
[a, b] ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Prema tome [a, b] je potpuno omeden skup u (R, d). 
Korolar 1.2.22. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je S omeden skup u metricˇkom
prostoru (R, d). Tada je S potpuno omeden u (R, d).
Dokaz. Prema propoziciji 3.3.3 skup S je omeden u R, tj. omeden odozgo i odozdo pa
postoje a, b ∈ R takvi da je a < b i takvi da je a donja meda od S , a b gornja meda od S .
Tada je S podskup od [a, b]. Prema propoziciji 1.2.21 [a, b] je potpuno omeden u (R, d),
stoga je i S potpuno omeden u (R, d). 
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Propozicija 1.2.23. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada
je skup
{d(x, y) |x, y ∈ S }
omeden u R.
Dokaz. Buduc´i da je S omeden postoje x0 ∈ X i r > 0 takvi da je
S ⊆ K(x0, r).
Neka su x, y ∈ S . Tada je
d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < r + r = 2r.
Dakle,
d(x, y) < 2r
za sve x, y ∈ S . Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
1.3 Dijametar skupa
Definicija 1.3.1. Neka je S ⊆ R te a ∈ R. Za a kazˇemo da je supremum skupa S ako
vrijedi sljedec´e:
(1.) a je gornja meda od S
(2.) a ≤ b za svaku gornju medu b od S .
Drugim rijecˇima, a je supremum skupa S ako je a najmanja gornja meda skupa S .
Uocˇimo sljedec´e: ako su a1 i a2 supremumi skupa S onda je
a1 ≤ a2




Prema tome, supremum skupa, ako postoji, je jedinstven.
Supremum skupa S oznacˇavamo sa sup S .
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Primjer 1.3.2. 0 je supremum skupa 〈−∞, 0〉. Naime jasno je da je 0 gornja meda ovog
skupa. Pretpostavimo da je b gornja meda od 〈−∞, 0〉 takva da je
b < 0.
Tada postoji x ∈ R takav da je b < x < 0. Iz ovoga slijedi da je
x ∈ 〈−∞, 0〉
pa je
x ≤ b
jer je b gornja meda tog skupa sˇto je u kontradikciji s b < x. Prema tome svaka gornja
meda od 〈−∞, 0〉 je vec´a ili jednaka od 0.
Definicija 1.3.3. Neka je S ⊆ R. Za x0 ∈ S kazˇemo da je maksimum skupa S ako je
x ≤ x0
za svaki x ∈ S .
Ako je x0 maksimum skupa S onda je x0 i supremum od S . Naime, ocˇito je da je x0
gornja meda od S , a ako je b gornja meda od S onda je
x0 ≤ b
jer je x0 ∈ S .
Obratno, ako je a supremum skupa S onda a ne mora biti maksimum od S (primjer 1.3.2).
Aksiom potpunosti: Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je a ≤ b za
svaki a ∈ A i za svaki b ∈ B. Tada postoji c ∈ R takav da za svaki a ∈ A i b ∈ B vrijedi
a ≤ c ≤ b.
Propozicija 1.3.4. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum, tj. postoji a ∈ R takav da je a supremum od S .
Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S . Buduc´i da je S odozgo omeden, postoji
bar jedna gornja meda od S sˇto znacˇi da je T neprazan skup. Dakle, S i T su neprazni
skupovi te za svaki s ∈ S i svaki t ∈ T vrijedi
s ≤ t.
Prema aksiomu potpunosti postoji r ∈ R takav da za svaki s ∈ S i za svaki t ∈ T vrijedi
s ≤ r ≤ t.
Iz ovoga je jasno da je r supremum skupa S . 
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Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan omeden skup u (X, d). Tada je
prema propoziciji 1.2.23
{d(x, y) |x, y ∈ S }
odozgo omeden podskup od R pa buduc´i da je ocˇito neprazan ima supremum.
Definiramo
diam S = sup {d(x, y) |x, y ∈ S } .
Za diam S kazˇemo da je dijametar skupa S .
Propozicija 1.3.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X i r > 0. Tada je
diam K(x0, r) ≤ 2r.
Dokaz. Neka su x, y ∈ K(x0, r). Tada je
d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < r + r = 2r.
Dakle, 2r je gornja meda skupa {d(x, y) |x, y ∈ K(x0, r)} . Stoga je supremum ovog skupa
manji ili jednak od 2r. Prema tome,
diam K(x0, r) ≤ 2r.

Primjer 1.3.6. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je x0 ∈ Rn i
r > 0. Tvrdimo da je
diam K(x0, r) = 2r.
Pretpostavimo suprotno, tj.
diam K(x0, r) , 2r.
Znamo da je diam K(x0, r) ≤ 2r (prema propoziciji 1.3.5) pa je





Odaberimo t ∈ R takav da je
diam K(x0, r)
2
< t < r.
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Uocˇimo da je t > 0. Imamo x0 = (x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ R. Neka su a = (x1−t, x2, . . . , xn)
i b = (x1 + t, x2, . . . , xn). Imamo
d(a, x0) =
√
t2 + 02 + . . . + 02 = t < r
pa je
a ∈ K(x0, r).
Isto tako dobivamo da je d(b, x0) = t < r pa je




(2t)2 + 02 + . . . + 02 = 2t.
Iz diam K(x0,r)2 < t slijedi
diam K(x0, r) < 2t,
dakle
diam K(x0, r) < d(a, b).
S druge strane, iz a, b ∈ K(x0, r) slijedi da je
d(a, b) ≤ diam K(x0, r).
Kontradikcija. Prema tome, diam K(x0, r) = 2r.
Primjer 1.3.7. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je










Iz ovoga zakljucˇujemo da opc´enito ne vrijedi
diam K(x0, r) = 2r.
Lema 1.3.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su A i B neprazni podskupovi od X
takvi da je A ⊆ B. Pretpostavimo da je B omeden. Tada je i A omeden te vrijedi
diam A ≤ diam B.
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Dokaz. Ocˇito je da je A omeden skup. Opc´enito, ako su C i D neprazni odozgo omedeni
podskupovi od R takvi da je C ⊆ D, onda je
sup C ≤ sup D.
Naime, sup D je gornja meda skupa D pa je gornja meda i skupa C. Buduc´i da je sup C
najmanja gornja meda skupa C, vrijedi
sup C ≤ sup D.
Iz A ⊆ B slijedi




d(x, y) |x, y ∈ A} ≤ sup {d(x, y) |x, y ∈ B} ,
tj.
diam A ≤ diam B.

Propozicija 1.3.9. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan podskup od X.
Tada je S potpuno omeden u (X, d) ako i samo ako za svaki  > 0 postoji n ∈ N i podskupovi
A1, . . . , An od S takvi da je S = A1 ∪ . . . ∪ An i diam Ai <  za svaki i ∈ {1, . . . , n}.
Dokaz. Pretpostavimo da je S potpuno omeden skup. Neka je  > 0. Tada postoje n ∈ N i
x1, . . . , xn ∈ S takvi da je




Za i ∈ {1, . . . , n} neka je
Ai = S ∩ K(xi, 3).
Ocˇito je Ai ⊆ S za svaki i ∈ {1, . . . , n} pa je A1 ∪ . . . ∪ An ⊆ S . S druge strane, ako je s ∈ S
onda postoji i ∈ {1, . . . , n} takav da je s ∈ K(xi, 3 ) pa je
s ∈ S ∩ K(xi, 3),
tj. s ∈ Ai. Prema tome
S ⊆ A1 ∪ . . . ∪ An.
Dakle,
S = A1 ∪ . . . ∪ An.
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Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Tada je xi ∈ Ai, prema tome Ai , ∅. Nadalje,
Ai ⊆ K(xi, 3)
pa je prema lemi 1.3.8





diam Ai < .
Obratno, pretpostavimo da za svaki  > 0 postoji n ∈ N i podskupovi A1, . . . , An od S
dijametra manjeg od  koji u uniji daju S . Dokazˇimo da je S potpuno omeden.
Neka je  > 0. Neka je n ∈ N i A1, . . . , An ⊆ S takvi da je
S = A1 ∪ . . . ∪ An
te
diam A1 < , . . . , diam An < .
Za svaki i ∈ {1, . . . , n} odaberimo tocˇku xi ∈ Ai. Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Tvrdimo da je
Ai ⊆ K(xi, ). (1.10)
Neka je a ∈ Ai. Imamo a, xi ∈ Ai pa je
d(a, xi) ≤ diam Ai < .
Dakle, d(a, xi) <  pa je a ∈ K(xi, ). Time smo dokazali da (1.10) vrijedi. Imamo
S = A1 ∪ . . . ∪ An ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ),
tj.
S ⊆ K(x1, ) ∪ . . . ∪ K(xn, ).
Prema tome S je potpuno omeden. 
1.4 Potpuna omedenost u Rn
Teorem 1.4.1. Neka je n ∈ N te neka su a, b ∈ R, a < b. Neka je d euklidska metrika
na Rn. Tada je [a, b]n potpuno omeden skup u metricˇkom prostoru (Rn, d), pri cˇemu [a, b]n
oznacˇava skup svih (x1, . . . , xn) ∈ Rn takvih da je x1, . . . , xn ∈ [a, b].
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Dokaz. Neka je  > 0. Iz cˇinjenice da je [a, b] potpuno omeden u R (s obzirom na euklid-
sku metriku, prema propoziciji 1.2.21) te prema propoziciji 1.3.9 slijedi da postoje k ∈ N i
podskupovi A1, . . . , Ak od R dijametra manjeg od 2√n takvi da je
[a, b] = A1 ∪ . . . ∪ Ak. (1.11)
Ako su S 1, . . . , S n podskupovi od R, oznacˇimo sa S 1 × . . . × S n skup svih (x1, . . . , xn) ∈ Rn




Ai1 × . . . × Ain . (1.12)
Neka su i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}. Iz Ai1 ⊆ [a, b] , . . . , Ain ⊆ [a, b] slijedi da je
Ai1 × . . . × Ain ⊆ [a, b]n .
Stoga je ⋃
i1,...,in∈{1,...,k}
Ai1 × . . . × Ain ⊆ [a, b]n .
S druge strane, neka je (x1, . . . , xn) ∈ [a, b]n. Iz (1.11) i x1 ∈ [a, b], slijedi da postoji
i1 ∈ {1, . . . , k} takav da je
x1 ∈ Ai1 .
Iz (1.11) i x2 ∈ [a, b], slijedi da postoji i2 ∈ {1, . . . , k} takav da je
x2 ∈ Ai2
itd. Dobivamo brojeve i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k} takve da je
x1 ∈ Ai1 , . . . , xn ∈ Ain .
Stoga je
(x1, . . . , xn) ∈ Ai1 × . . . × Ain .
Time je dokazano da vrijedi (1.12).
Neka su i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}. Dokazˇimo da je diam(Ai1 × . . . × Ain) < .
Neka su x, y ∈ Ai1 × . . . × Ain , x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Imamo x1, y1 ∈ Ai1 pa je





































Ovo znacˇi da je 2 gornja meda skupa
{
d(x, y)
∣∣∣x, y ∈ Ai1 × . . . × Ain} . Stoga je supremum
ovog skupa manji ili jednak od 2 , tj.




Iz ovoga i iz (1.12) zakljucˇujemo da je [a, b]n jednak uniji konacˇno mnogo podskupova
od Rn dijametra manjeg od . Iz propozicije 1.3.9 slijedi da je [a, b]n potpuno omeden u
(Rn, d). 
Teorem 1.4.2. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je S ⊆ Rn. Tada
je S omeden skup u (Rn, d) ako i samo ako je S potpuno omeden u (Rn, d).
Dokaz. Ako je S potpuno omeden u (Rn, d) onda je S omeden u (Rn, d) prema propoziciji
1.2.11. Pretpostavimo sada da je S omeden u (Rn, d). Prema lemi 1.2.3 postoji r > 0 takav
da je
S ⊆ K((0, . . . , 0), r). (1.13)
Neka je x ∈ S . Imamo
x = (x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ R.
Iz (1.13) slijedi da je x ∈ K((0, . . . , 0), r) pa je d((x1, . . . , xn), (0, . . . , 0)) < r, tj.√
(x1 − 0)2 + . . . + (xn − 0)2 < r.
Iz ovoga slijedi da je






2, . . . , x2n < r
2,
tj.
|x1| < r, . . . , |xn| < r.
Prema tome x1, . . . , xn ∈ 〈−r, r〉 pa zakljucˇujemo da je
x ∈ [−r, r]n .
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Time smo dokazali da je
S ⊆ [−r, r]n .
Prema teoremu 1.4.1 [−r, r]n je potpuno omeden skup u (Rn, d) pa je i S potpuno omeden
u (Rn, d). 
Poglavlje 2
Disperzija u metricˇkim prostorima
2.1 r-gusti skupovi
Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, A neprazan podskup od X te r ∈ R, r > 0.





Uocˇimo da je podskup A od X r-gust u metricˇkom prostoru (X, d) gdje je r > 0 ako i
samo ako za svaki x ∈ X postoji a ∈ A takav da je
d(x, a) < r.





te postoji a ∈ A takav da je
x ∈ K(a, r)
sˇto povlacˇi da je
d(x, a) < r.
Obratno, pretpostavimo da za svaki x ∈ X postoji a ∈ A takav da je
d(x, a) < r.
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To znacˇi da za svaki x ∈ x postoji a ∈ A takav da je
x ∈ K(a, r).





Stoga vrijedi (2.1) tj. A je r-gust.
Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Z 1-gust skup u (R, d).
Naime, neka je x ∈ R. Tada postoji m ∈ Z takav da vrijedi
m ≤ x ≤ m + 1.
Ako je x = m + 1, onda je
d(x,m + 1) = 0 < 1,
a ako je x , m + 1 onda imamo
m ≤ x < m + 1
pa je
0 ≤ x − m < 1.
Stoga je |x − m| = x − m < 1, tj.
d(x,m) < 1.
Dakle, Z je 1-gust u (R, d).
No, Z nije 12 − gust u (R, d). Dokazˇimo to.





1. slucˇaj: 1 ≤ m. Tada je
1
2
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Kontradikcija.













Dakle, Z nije 12 − gust u (R, d).
Definicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je A podskup od X. Kazˇemo da je
A gust skup u (X, d) ako za svaki x ∈ X i svaki r > 0 postoji a ∈ A takav da je
d(x, a) < r.
Uocˇimo sljedec´e: A je gust skup u (X, d) ako i samo ako je A r − gust skup u (X, d) za
svaki r > 0.
Primjer 2.1.4. Neka je d euklidska metrika na R. Skup Z nije gust u (R, d), jer nije 12 −gust
(primjer 2.1.2).
Dokazˇimo da je Q gust u (R, d).
Uzmimo x ∈ R i r > 0. Treba pokazati da postoji a ∈ Q takav da je
d(x, a) < r,
sˇto je ekvivalentno sa a ∈ K(x, r), odnosno
a ∈ 〈x − r, x + r〉
(primjer 2.3.4).
No, x − r < x + r pa sigurno postoji racionalan broj koji se nalazi izmedu ova dva broja,
dakle postoji a ∈ Q takav da je
x − r < a < x + r,
tj.
a ∈ 〈x − r, x + r〉 .
Prema tome Q je gust u (R, d).
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Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor onda je X gust skup u (X, d) (ako je
x ∈ X i r > 0, uzmemo a = x i imamo d(x, a) < r).
Propozicija 2.1.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je A konacˇan skup koji je gust u
(X, d). Tada je
A = X.
Dokaz. Uocˇimo da je A, kao gust skup, neprazan. Stoga, buduc´i da je A konacˇan, imamo
A = {a1, . . . , ak}
gdje su k ∈ N i a1, . . . , ak ∈ X. Dokazˇimo da je X podskup od A. Iz toga c´e slijediti da je
A = X (jer je ocˇito A podskup od X).
Neka je x ∈ X. Pretpostavimo da x < A. Neka je
r = min {d(x, a1), . . . , d(x, ak)}
(lako se indukcijom dobiva da svaki konacˇan neprazan podskup od R ima minimum i mak-
simum). Buduc´i da je
d(x, ai) > 0
za svaki i ∈ {1, . . . , k} (jer x < A), imamo
r > 0.
Buduc´i da je A gust u (X, d) postoji y ∈ A takav da je
d(x, y) < r.
Slijedi da je y = ai za neki i ∈ {1, . . . , k} pa je prema tome
d(x, ai) < r.
S druge strane iz definicije broja r je jasno da je
r ≤ d(x, ai).
Kontradikcija.
Prema tome, x ∈ A, dakle,
X ⊆ A.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
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Definicija 2.1.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor, r > 0 te n ∈ N. Za konacˇan niz a1, . . . , an
u X kazˇemo da je r-gust u (X, d) ako je {a1, . . . , an} r-gust skup u (X, d).
Dakle, a1, . . . , an je r-gust niz u (X, d) ako i samo ako za svaki x ∈ X postoji i ∈ {1, . . . , n}
takav da je
d(x, ai) < r.
Uocˇimo da vrijedi a1, . . . , an r − gust niz u (X, d)




K(y, r)⇔ X = K(a1, r) ∪ . . . ∪ K(ak, r).
Stoga je metricˇki prostor (X, d) potpuno omeden ako i samo ako za svaki r > 0 postoji
konacˇan niz koji je r-gust u (X, d).
2.2 r-rasprsˇeni konacˇni nizovi
Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan podskup od X. Neka
je r pozitivan realan broj. Kazˇemo da je skup S r-rasprsˇen (ili r-disperziran) u (X, d) ako
za sve x, y ∈ S takve da je x , y vrijedi
d(x, y) > r.
Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Z 12 − rasprsˇen skup u (R, d).
Naime ako su x, y ∈ Z, x , y, onda je








Nadalje, Z nije 1 − rasprsˇen jer za x = 1 i y = 2 imamo x, y ∈ Z, x , y, ali
d(x, y) = 1,
tj. ne vrijedi
d(x, y) > 1.
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S druge strane, ne postoji r > 0 takav da je Q r − rasprsˇen.
Pretpostavimo suprotno, tj. da takav r postoji. Odaberimo q ∈ Q takav da je
0 < q < r.
Imamo 0, q ∈ Q, 0 , q i d(0, q) = q < r, kontradikcija.
Definicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor, r > 0 te a1, . . . , an konacˇan niz tocˇaka u
X, pri cˇemu je n ∈ N. Za (konacˇan niz) a1, . . . , an kazˇemo da je r-rasprsˇen konacˇan niz u
(X, d) ako za sve i, j ∈ {1, . . . , n} takve da je i , j vrijedi
d(ai, a j) > r.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor, r > 0 i a1, . . . , an r− rasprsˇen konacˇan niz
u (X, d), onda je {a1, . . . , an} r − rasprsˇenskup u (X, d).
Primjer 2.2.4. Neka je d euklidska metrika na R te neka je a1, a2, a3 konacˇan niz u R
definiran sa a1 = 0, a2 = 0, a3 = 1. Tada je
{a1, a2, a3} = {0, 1} ,
a skup {0, 1} je ocˇito 12 − rasprsˇen. Dakle, {a1, a2, a3} je 12 − rasprsˇen skup u (R, d).
No, a1, a2, a3 nije 12 − rasprsˇen konacˇan niz jer je




Zapravo, konacˇan niz a1, a2, a3 nije r − rasprsˇen ni za jedan r > 0.
Propozicija 2.2.5. Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor te neka je r > 0. Neka
je
A = {n ∈ N | postoji konacˇan niz a1, . . . , an koji je r − rasprsˇen u (X, d)} .
Tada je A konacˇan skup.




) ∪ . . . ∪ K(bp, r2).
Neka je n ∈ A. Tada postoji konacˇan niz x1, . . . , xn koji je r − rasprsˇen u (X, d). Neka je
i ∈ {1, . . . , n}. Imamo xi ∈ X pa postoji ji ∈ {1, . . . , p} takav da je
xi ∈ K(b j, r2).
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Promotrimo funkciju {1, . . . , n} → {1, . . . , p}, i 7−→ ji. Tvrdimo da je ova funkcija injek-
cija.
Neka su i1, i2 ∈ {1, . . . , n} takvi da je i1 , i2. Pretpostavimo da je ji1 = ji2 .
Imamo









No, b ji1 = b ji2 pa slijedi
d(xi1 , xi2) < r
(naime, ako su a, b, c ∈ X takvi da je a ∈ K(c, r2 ) i b ∈ K(c, r2 ) onda je







d(a, b) < r).
No, iz cˇinjenice da je x1, . . . , xn r − rasprsˇen konacˇan niz slijedi da je
d(xi1 , xi2) > r.
Kontradikcija.
Prema tome ji1 , ji2 pa zakljucˇujemo da je promatrana funkcija injekcija. Ovo povlacˇi da
je n ≤ p.
Dakle, n ≤ p za svaki n ∈ A, tj.
A ⊆ {1, . . . , p} .
Stoga je A konacˇan skup. 
2.3 Maksimalno rasprsˇeni nizovi
Definicija 2.3.1. Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor. Neka je S ⊆ X, S , ∅ te
neka je r > 0. Definiramo
D(X,d)(S , r)
kao skup svih n ∈ N za koje postoji konacˇan niz x1, . . . , xn koji je r − rasprsˇen u (X, d) te
takav da su x1, . . . , xn ∈ S .
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Uocˇimo da je, uz pretpostavke iz prethodne definicije, D(X,d)(S , r) konacˇan neprazan
podskup od N. Naime, ocˇito je
D(X,d)(S , r) ⊆ D(X,d)(X, r),
a D(X,d)(X, r) je konacˇan skup prema propoziciji 2.2.5, stoga je D(X,d)(S , r) konacˇan skup.
Odaberimo bilo koji s ∈ S i definirajmo konacˇan niz x1 sa
x1 = s.
Ocˇito je x1 r − rasprsˇen niz u (X, d) pa zakljucˇujemo da je 1 ∈ D(X,d)(S , r).
Definicija 2.3.2. Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor. Neka je S ⊆ X, S , ∅ te
neka je r > 0. Definiramo
Λ(X,d)(S , r) = max D(X,d)(S , r).
Ako je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor, r > 0 te a1, . . . , an konacˇan niz u X, onda
c´emo umjesto
Λ(X,d)({a1, . . . , an} , r)
pisati i
Λ(X,d)(a1, . . . , an; r).
Definicija 2.3.3. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je S ⊆ Rn,
S , ∅. Za
d|S×S
kazˇemo da je euklidska metrika na S .
Napomena 2.3.4. Neka su x, y, a, b ∈ R takvi da je a < b te da su x, y ∈ [a, b]. Tada je
|x − y| ≤ b − a.
Naime ako je x ≤ y onda imamo





Zbrajanjem zadnjih dviju nejednakosti dobivamo y − x ≤ b − a, tj.
|x − y| ≤ b − a.
U slucˇaju kada je y ≤ x analogno dolazimo do istog zakljucˇka.
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Primjer 2.3.5. Neka je X = [0, 3] te neka je d euklidska metrika na X. Neka je p euklidska
metrika naR. Prema propoziciji 1.2.21 X je potpuno omeden skup u (R, p) pa iz propozicije
1.2.15 slijedi da je
(X, p|(X×X))
potpuno omeden metricˇki prostor.
No, p|(X×X) je upravo metrika d. Dakle, (X, d) je potpuno omeden metricˇki prostor.
Neka je S = [0, 1]. Neka je r ∈ [1,∞〉. Tvrdimo da je
D(X,d)(S , r) = {1} . (2.2)
Ocˇito je 1 ∈ D(X,d)(S , r).
Obratno, pretpostavimo da je n ∈ D(X,d)(S , r). Tada postoji konacˇan niz x1, . . . , xn koji
je r − rasprsˇen u (X, d) te takav da su x1, . . . , xn ∈ S .
Pretpostavimo da je n , 1. Tada je n ≥ 2, a buduc´i da je x1, . . . , xn r−rasprsˇen niz, vrijedi
d(x1, x2) > r
pa je d(x1, x2) > 1, tj.
|x1 − x2| > 1.
S druge strane, iz x1, x2 ∈ [0, 1] i napomene 2.3.4 slijedi
|x1 − x2| ≤ 1.
Kontradikcija. Stoga je n = 1. Time smo dokazali da vrijedi (2.2). Iz (2.2) slijedi
Λ(X,d)(S , r) = 1.





. Tvrdimo da je
D(X,d)(S , r) = {1, 2} . (2.3)
Neka je x1, x2 konacˇan niz u X definiran sa x1 = 0 i x2 = 1. Vrijedi
|x1 − x2| = 1 > r.
Dakle, x1, x2 je r − rasprsˇen niz u (X, d), a ocˇito su x1, x2 ∈ S pa zakljucˇujemo da je
2 ∈ D(X,d)(S , r).
Prema tome
{1, 2} ⊆ D(X,d)(S , r).
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Obratno, neka je n ∈ D(X,d)(S , r). Tada postoji konacˇan niz x1, . . . , xn koji je r − rasprsˇen
u (X, d) te takav da su x1, . . . , xn ∈ S .
Pretpostavimo da n < {1, 2}. Tada je n ≥ 3. Imamo,
|x1 − x2| > r
pa je
|x1 − x2| > 12





. Isto tako imamo
|x1 − x3| > 12
i
|x2 − x3| > 12 .
Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je x1 < x2 < x3. Imamo
|x1 − x2| = x2 − x1
pa je
x2 − x1 > 12 . (2.4)
Nadalje, |x2 − x3| = x3 − x2 pa je
x3 − x2 > 12 . (2.5)
Zbrajanjem nejednakosti (2.4) i (2.5) dobivamo x3 − x1 > 1, tj.
|x3 − x1| > 1.
Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da su x1, x3 ∈ [0, 1]. Prema tome n ∈ {1, 2}. Dakle,
vrijedi (2.3). Iz (2.3) slijedi
Λ(X,d)(S , r) = 2.







. Tvrdimo da je
Λ(X,d)(S , r) = n.
Neka je x1, . . . , xn niz u X definiran sa
xi =
i − 1
n − 1 ,
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i ∈ {1, . . . , n}. Ocˇito su x1, . . . , xn ∈ S . Neka su i, j ∈ {1, . . . , n}, i , j. Tada je ocˇito
|i − j| ≥ 1 pa je
|xi − x j| = i − jn − 1 ≥
1
n − 1 > r,
tj.
d(xi, x j) > r.
Prema tome niz x1, . . . , xn je r − rasprsˇen u (X, d), sˇto povlacˇi da je
n ∈ D(X,d)(S , r).
Pretpostavimo da postoji k ∈ D(X,d)(S , r) takav da je k > n. Tada postoji konacˇan niz
x1, . . . , xk koji je r − rasprsˇen u (X, d) te takav da su x1, . . . , xk ∈ S . Bez smanjenja
opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je x1 < x2 < . . . < xk. Imamo
k−1∑
i=1
















xi + xk − (x1 +
k−1∑
i=2
xi) = xk − x1.
Dakle,




Za svaki i ∈ {1, . . . , k − 1} vrijedi xi ≤ xi+1 pa je xi+1 − xi ≥ 0 sˇto povlacˇi
xi+1 − xi = |xi+1 − xi| = d(xi+1, xi) > r ≥ 1n
jer je niz x1, . . . , xk r − rasprsˇen.
Dakle, xi+1 − xi > 1n . Stoga je
xk − x1 =
k−1∑
i=1
(xi+1 − xi) > 1n + . . . +
1







xk − x1 > k − 1n . (2.6)
Buduc´i da je xk ≤ 1 te da je x1 ≥ 0, imamo
xk − x1 ≤ 1.
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Iz n < k slijedi n ≤ k − 1 pa je
1 ≤ k − 1
n
.
Kontradikcija. Prema tome, ne postoji element od D(X,d)(S , r) koji je vec´i od n. To znacˇi da
je n najvec´i element skupa D(X,d)(S , r) pa je
Λ(X,d)(S , r) = n.
Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d) potpuno omeden metricˇki prostor, neka je s > 0 te neka
je
n = Λ(X,d)(X, s). (2.7)
Pretpostavimo da je a1, . . . , an konacˇan niz koji je s − rasprsˇen u (X, d). Tada je a1, . . . , an
r − gust konacˇan niz za svaki r ∈ R takav da je r > s.
Dokaz. Neka je r ∈ R takav da je r > s. Neka je x ∈ X. Promotrimo konacˇan niz
a1, . . . , an, x. Tada prema (2.7) ovaj niz nije s − rasprsˇen u (X, d). Stoga postoji i ∈
{1, . . . , n} takav da je
d(ai, x) ≤ s
iz cˇega slijedi
d(ai, x) < r.




Definicija 3.1.1. Neka je X skup te p ∈ N. Neka je F p(X) skup svih funkcija x : {1, . . . , p} →
X. Dakle, F p(X) je skup svih konacˇnih nizova u X oblika x1, . . . , xp. Naravno za x ∈ F p(X)
i i ∈ {1, . . . , p} umjesto x(i) pisat c´emo i xi. Ako je x ∈ F p(X) onda c´emo rec´i da je X
konacˇan niz duljine p.




d(xi, x j)|i, j ∈ {1, . . . , p} , i , j
}
.
Uocˇimo sljedec´e: ako je (X, d) metricˇki prostor, s > 0 te x konacˇan niz u X, onda je x
s-rasprsˇen ako i samo ako je ρ(x) > s.
Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je A , ∅ omeden skup u (X, d).
Neka je n ∈ N. Definiramo realan broj
C(X,d)n (A) = sup
{
 > 0 | ∃x ∈ Fn+1(A) takav da je x  − rasprsˇen u (X, d)
}
ako je skup {
 > 0 | ∃x ∈ Fn+1(A) takav da je x  − rasprsˇen u (X, d)
}
(3.1)
neprazan, a inacˇe definiramo
C(X,d)n (A) = 0.
Za C(X,d)n (A) kazˇemo da je n-kapacitet od A u (X, d). Ako je jasno o kojem se metricˇkom
prostoru radi, pisˇemo samo Cn(A).
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Pokazˇimo da je prethodna definicija dobra, tj. da skup (3.1), ako je neprazan, ima
supremum. U tu svrhu dovoljno je pokazati da je dani skup odozgo omeden.
Neka je  element tog skupa. Tada postoji konacˇan niz x1, . . . , xn+1 u A koji je − rasprsˇen.
Tada vrijedi
d(x1, x2) > .
Iz x1, x2 ∈ A slijedi da je
d(x1, x2) ≤ diam A.
Stoga je
 ≤ diam A.
Prema tome diam A je gornja meda skupa (3.1).










 > 0 | ∃x ∈ Fn+1(A) takav da jex  − rasprsˇen
}
.
Promotrimo prvo slucˇaj kada je E = ∅. Tada je po definiciji
Cn(A) = 0.
S druge strane neka je x ∈ Fn+1(A). Tada je svakako
ρ(x) ≥ 0.
Pretpostavimo da je ρ(x) > 0. Odaberimo  ∈ R takav da je
ρ(x) >  > 0.
Slijedi da je x -rasprsˇen niz pa je  ∈ E sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da je E = ∅.





= sup {0} = 0.
Dakle, (3.2) vrijedi.
Promotrimo sada slucˇaj kada je E , ∅. Neka je
s = sup
{




Neka je  ∈ E. Tada postoji x ∈ Fn+1(A) takav da je x -rasprsˇen. Iz toga slijedi da je
 < ρ(x).
Ocˇito je ρ(x) ≤ s. Prema tome  < s. Ovim smo pokazali da je s gornja meda od E. Stoga
je sup E ≤ s.
Pretpostavimo da je sup E < s. Buduc´i da je s najmanja gornja meda skupa{
ρ(x) | x ∈ Fn+1(A)
}
,
imamo da sup E nije gornja meda ovog skupa. Stoga postoji x ∈ Fn+1(A) takav da je
sup E < ρ(x).
Odaberimo  ∈ R takav da je
sup E <  < ρ(x).
Iz ovoga slijedi da je x -rasprsˇen. Stoga je  ∈ E pa je  ≤ sup E sˇto je u kontradikciji sa
sup E < .
Zakljucˇak:
sup E = s,
tj.
Cn(A) = s,
a to je i trebalo dokazati. 
3.2 Primjeri
Primjer 3.2.1. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Prema propoziciji 3.1.4 vrijedi
C1([0, 1]) = sup
{




C1([0, 1]) = sup {ρ(x1, x2)|x1, x2 ∈ [0, 1]} =
= sup {d(x1, x2)|x1, x2 ∈ [0, 1]} =
= sup {|x1 − x2||x1, x2 ∈ [0, 1]} .
Prema napomeni 2.3.4 za sve x1, x2 ∈ [0, 1] vrijedi
|x1 − x2| ≤ 1 − 0 = 1,
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prema tome 1 je gornja meda skupa {|x1 − x2| |x1, x2 ∈ [0, 1]} .
Za x1 = 0, x2 = 1 dobivamo
|x1 − x2| = 1
pa je 1 element ovog skupa. Iz ovoga zakljucˇujemo da je 1 maksimum promatranog skupa
pa je ujedno i supremum tog skupa.
Zakljucˇak:
C1([0, 1]) = 1.
Odredimo sada C2([0, 1]).
Imamo
C2([0, 1]) = sup
{
ρ(x) | x ∈ F3([0, 1])
}
=
= sup {ρ(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ [0, 1]} .
Uzmimo x1, x2, x3 ∈ [0, 1]. Tvrdimo da je
ρ(x1, x2, x3) ≤ 12 .
Pretpostavimo suprotno, tj. da je




Poredajmo sada brojeve x1, x2, x3 od najmanjeg k najvec´em, tj. odaberimo medusobno
razlicˇite brojeve i1, i2, i3 ∈ {1, 2, 3} takve da je
xi1 ≤ xi2 ≤ xi3 .
Koristec´i napomenu 2.3.4 i (3.3) dobivamo
1 ≥ |xi3 − xi1 | = xi3 − xi1 = xi3 − xi2 + xi2 − xi1 =







tj. 1 > 1, kontradikcija.
Prema tome,
ρ(x1, x2, x3) ≤ 12 .
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Iz ovoga slijedi da je 12 gornja meda skupa {ρ(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ [0, 1]}. No 12 je i
element ovog skupa: za x1 = 0, x2 = 12 , x3 = 1 imamo











Propozicija 3.2.2. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Neka je n ∈ N. Tada u metricˇkom





Dokaz. Prema propoziciji 3.1.4 vrijedi
Cn([0, 1]) = sup {ρ(x1, . . . , xn+1) | x1, . . . , xn+1 ∈ [0, 1]} . (3.4)
Neka su x1, . . . , xn+1 ∈ [0, 1] . Tvrdimo da je
ρ(x1, . . . , xn+1) ≤ 1n .
Pretpostavimo suprotno, tj. ρ(x1, . . . , xn+1) > 1n .
Odaberimo medusobno razlicˇite brojeve i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . , n + 1} takve da je
xi1 ≤ xi2 ≤ . . . ≤ xin+1 .
Neka je k ∈ {1, . . . , n}. Iz ik , ik+1 slijedi
xik+1 − xik = |xik+1 − xik | = d(xik+1 , xik) ≥
≥ ρ(x1, . . . , xn+1) > 1n ,
dakle




Koristec´i napomenu 2.3.4 i (3.5) dobivamo
1 ≥ |xin+1 − xi1 | = xin+1 − xi1 =
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= n · 1
n
= 1,
dakle 1 > 1, kontradikcija.
Prema tome,
ρ(x1, . . . , xn+1) ≤ 1n
za sve x1, . . . , xn+1 ∈ [0, 1].





i ∈ {1, . . . , n + 1}.
Neka su i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takvi da je i , j. Tvrdimo da je
d(xi, x j) ≥ 1n .
Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je i < j. Tada je i + 1 ≤ j pa je
xi+1 ≤ x j
te je











d(xi, x j) ≥ 1n .
Nadalje, d(x1 − x2) = 1n pa zakljucˇujemo da je




Iz ovoga zakljucˇujemo da je 1n maksimum skupa
{ρ(x1, . . . , xn+1) | x1, . . . , xn+1 ∈ [0, 1]} ,
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Napomena 3.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te A neprazan omeden skup u (X, d). Tada
je
C1(A) = diam A.
Naime, uocˇimo prije svega da za sve x1, x2 ∈ X vrijedi
ρ(x1, x2) = d(x1, x2).
Stoga je prema propoziciji 3.1.4
C1(A) = sup
{
ρ(x) | x ∈ F2(A)
}
=
= sup {ρ(x1, x2) | x1, x2 ∈ A} =
= sup {d(x1, x2) | x1, x2 ∈ A} = diam A.
3.3 Aproksimacije i kapacitet
Lema 3.3.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor, a, b, a′, b′ ∈ X te , r > 0 takvi da je d(a, b) > r,
d(a, a′) <  i d(b, b′) < . Tada je
d(a′, b′) > r − 2.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. d(a′, b′) ≤ r − 2. Imamo
d(a, b) ≤ d(a, a′) + d(a′, b) ≤
≤ d(a, a′) + d(a′, b′) + d(b′, b) <
<  + r − 2 +  = r,
tj. d(a, b) < r. Kontradikcija. Prema tome,
d(a′, b′) > r − 2.

Teorem 3.3.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor, neka su A i B neprazni omedeni skupovi u
ovom prostoru te neka je  pozitivan realan broj koji ima sljedec´e svojstvo:
za svaki a ∈ A postoji b ∈ B takav da je
d(a, b) < 
i za svaki b ∈ B postoji a ∈ A takav da je
d(b, a) < .
Tada za svaki n ∈ N vrijedi
|Cn(A) −Cn(B)| ≤ 2.
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Dokaz. Neka je n ∈ N. Neka je
S =
{
r ∈ R | ∃x ∈ Fn+1(A) takav da je x r − rasprsˇen
}
.
Prema definiciji 3.1.3 vrijedi
Cn(A) = sup S .
Neka je δ > 0. Imamo
Cn(A) − δ = sup S − δ < sup S
pa zakljucˇujemo da Cn(A) − δ nije gornja meda skupa S . Stoga postoji r ∈ S takav da je
Cn(A) − δ < r. (3.6)
Buduc´i da je r ∈ S postoji x ∈ Fn+1(A) takav da je x r-rasprsˇen. Dakle, postoje x1, . . . , xn+1 ∈
A takvi da je
d(xi, x j) > r
za sve i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takve da je i , j. Neka je i ∈ {1, . . . , n + 1}. Prema pretpostavci
propozicije postoji yi ∈ B takav da je
d(xi, yi) < .
Neka su i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takvi da je i , j. Imamo
d(xi, x j) > r,
d(xi, yi) < 
i
d(x j, y j) < 
pa iz leme 3.3.1 slijedi
d(yi, y j) > r − 2.
Prema tome konacˇan niz (y1, . . . , yn+1) je (r − 2)-rasprsˇen. Neka je
T =
{
s ∈ R | ∃y ∈ Fn+1(B) takav da je y s − rasprsˇen
}
.
Tada je ocˇito r − 2 ∈ T . Znamo da je Cn(B) = sup T pa slijedi da je
r − 2 ≤ Cn(B).
Stoga je
r ≤ Cn(B) + 2. (3.7)
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Iz (3.6) i (3.7) slijedi da je
Cn(A) − δ < Cn(B) + 2
pa je
Cn(A) −Cn(B) − 2 < δ. (3.8)
Dakle, (3.8) vrijedi za svaki δ > 0. Opc´enito, ako je α ∈ R takva da je α < δ za svaki δ > 0





sˇto je nemoguc´e. Stoga je
Cn(A) −Cn(B) − 2 ≤ 0.
Slijedi
Cn(A) −Cn(B) ≤ 2.
Analogno dobivamo
Cn(B) −Cn(A) ≤ 2.
Prema tome
|Cn(A) −Cn(B)| ≤ 2.

Primjer 3.3.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je A podskup od X koji ima tocˇno m
elemenata, m ∈ N. Neka je n ∈ N takav da je n ≥ m. Tada je
Cn(A) = 0.
Naime, ako su x1, . . . , xn+1 ∈ A onda postoje i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takvi da je i , j i xi = x j.
Stoga je
ρ(x) = 0
za svaki x ∈ Fn+1(A). Buduc´i da je prema propoziciji 3.1.4
Cn(A) = sup
{
ρ(x) | x ∈ Fn+1(A)
}
imamo
Cn(A) = sup {0} = 0.
Propozicija 3.3.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je A neprazan omeden skup u
(X, d). Tada je A beskonacˇan skup ako i samo ako je
Cn(A) > 0
za svaki n ∈ N.
46 POGLAVLJE 3. KAPACITET
Dokaz. Pretpostavimo da je A beskonacˇan skup. Neka je n ∈ N. Buduc´i da je A be-
skonacˇan postoje x1, . . . , xn+1 ∈ A takvi da je xi , x j za sve i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takve da je
i , j. Stoga je
d(xi, x j) > 0
za sve i, j ∈ {1, . . . , n + 1} takve da je i , j pa buduc´i da je
ρ(x1, . . . , xn+1) = min
{
d(xi, x j) | i, j ∈ {1, . . . , n + 1} , i , j
}
imamo da je
ρ(x1, . . . , xn+1) > 0.
Dakle, postoji x ∈ Fn+1(A) takav da je ρ(x) > 0 pa iz propozicije 3.1.4 slijedi da je
Cn(A) > 0.
Pretpostavimo sada da je Cn(A) > 0 za svaki n ∈ N. Kada bi A bio konacˇan skup tada bi
prema primjeru 3.3.3 postojao n ∈ N takav da je Cn(A) = 0, a to je nemoguc´e.
Dakle, A je beskonacˇan skup. 
Primjer 3.3.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je A
neprazan podskup od X te neka je n ∈ N. Znamo da je
Cn(A) = sup
{
ρ(x) | x ∈ Fn+1(A)
}
.












1. slucˇaj: A je beskonacˇan skup. Tada je prema propoziciji 3.3.4 Cn(A) > 0 pa slijedi da je
Cn(A) = 1.
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2. slucˇaj: A je konacˇan skup i broj n je vec´i ili jednak od broja elemenata skupa A. Tada
je prema primjeru 3.3.3
Cn(A) = 0.
3. slucˇaj: A je konacˇan skup i broj n je manji od broja elemenata skupa A. Tada A sadrzˇi
barem n + 1 medusobno razlicˇitih elemenata, dakle postoje x1, . . . , xn+1 ∈ A takvi da je
xi , x j za i , j. Slijedi
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Ovaj diplomski rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju proucˇavali smo
omedenost i potpunu omedenost u metricˇkim prostorima. U drugom poglavlju bavili smo se
disperzijom u metricˇkim prostorima te posebno r-gustim konacˇnim nizovima, r-rasprsˇenim
konacˇnim nizovima i maksimalnom rasprsˇenosˇc´u. U trec´em poglavlju proucˇavali smo po-
jam n-kapaciteta skupa u metricˇkom prostoru. Naveli smo neke primjere s tim u vezi te smo
se bavili odnosom aproksimacije skupa i kapaciteta.

Summary
This diploma thesis is divided into three chapters. In the first chapter we studied boun-
dedness and completed boundedness in metric spaces. In the second chapter we examined
dispersion in metric spaces and in particular we examined r-dense finite sequences, r-
dispersed finite sequences and maximal dispersion. In the third chapter we studied the
notion of n-capacity of a set in a metric space. We gave some examples and we examined
the relationship between an approximation of a set and capacity.
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